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PROVA ESCRITA DE MATEMATICA

VERSAO 1

Na sua folha de respostas, indique claramente a
versao da prova.

A auséncia desta indicacao implicara a anulagao
de todo o GRUPO I.

A prova é constituida por dois Grupos, | e Il
* O Grupo | inclui sete questdes de escolha multipla.

* O Grupo Il inclui seis questdes de resposta aberta, algumas
delas subdivididas em alineas, num total de onze.
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Formulario

Comprimento de um arco de
circunferéncia

ar  («a — amplitude, em radianos, do
dangulo ao centro; T — raio)
Areas de figuras planas

Diagonal maior x Diagonal menor
2

Losango:

Base maior + Base menor
2

Trapézio: x Altura
Poligono regular: Semiperimetro x Apétema

2
Sector circular: 0‘27' (o — amplitude,

em radianos, do angulo ao centro; T — raio)

Areas de superficies

Area lateral de um cone: 77T g

(r — raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4 1 r?
(7 — raio)

Volumes

Piramide: % X Area da base x Altura

Cone: % x Area da base x Altura

3

Esfera: -~ w7 (7 — raio)

o

Trigonometria

sen(a+b) =sena.cosb+senb.cosa

cos(a+b) =cosa.cosb—sena.senb

tga+tgh
tg(a+b)= 1—tga.tgd
Complexos

(pcis®) = p"cis(n6)
. . O04+2km
Vpcist = 1/p cis —  ke{0,.,n-1}

435.V1/2

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma

Prog. Aritmética: % Xn
1—r"
Prog. Geométrica: wup X =,

Regras de derivagao
(utv) =u 4+
(uv) =v.v+u.v

(l)' _ dov—u.v
v v?

(W) =n.u"t . (n eR)
(senu) = u'.cosu
(cosu) = —u'.senu

u/

(tgu) = cos?u

(e") = u.e"

(@) =v'.a". Ina (a € RT\{1})

!

(Inu) =

u

(logau) = —%— (s €R*\{1})

Limites notaveis

lim 2L — 1
x—0

lim <=L =1
x—0 T

. In (z+1)
iy B

lim 22 —
r—+00 L

lim < = 400 (peR)



Grupo |

As sete questdes deste grupo sdo de escolha multipla.
Para cada uma delas, sao indicadas quatro alternativas, das quais sé uma esta correcta.

Escreva na sua folha de respostas apenas a letra correspondente a alternativa que
seleccionar para responder a cada questao.

Se apresentar mais do que uma resposta, a questdo sera anulada, o mesmo
acontecendo se a letra transcrita for ilegivel.

Nao apresente calculos, nem justificagoes.

Indique o valor de p para o qual se verifica a igualdade logp 16 =4

(A) —4 (B) 4 (C) 2 (D) V2

Sabe-se que:

* 0 nivel de alcool no sangue de uma pessoa, uma hora depois de ter tomado uma
bebida alcodlica, €, numa certa unidade, igual ao quociente entre o peso do alcool

ingerido (em gramas) e 70% do peso dessa pessoa (em quilogramas).
* num decilitro de um certo tipo de vinho existem 5 gramas de alcool.
Qual das expressdes seguintes da o nivel de alcool no sangue de uma pessoa, em

funcdo do seu peso x (em quilogramas), uma hora depois de essa pessoa ter bebido

dois decilitros desse vinho?

A =% B) 55
©) o7 O) 577

V.S.F.F.
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3. Na figura esta representada parte do gréafico de uma fungéo periddica.

Qual dos valores seguintes podera ser periodo desta fungao?

[\]

27

A = B) 2 (c) ¢ D) A

9

4, Seja f uma fungdo de dominio R, com , Nk
derivada finita em todos os pontos do A
seu dominio.

\ A

Na figura junta encontra-se parte do 0O 3

grafico de f’, fungdo derivada de f.

Sabe-se ainda que f(0) = 2

Qual pode ser o valor de f (3)?

(A) 1 (B) 2 (C) 5 (D) 7

5. De quantas maneiras distintas podem ficar sentados trés rapazes e quatro raparigas num
banco de sete lugares, sabendo que se sentam alternadamente por sexo, ou seja, cada

rapaz fica sentado entre duas raparigas?

(A) 121 (B) 133 (C) 144 (D) 156
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Seja S o conjunto de resultados associado a uma experiéncia aleatoria.
Sejam A e B dois acontecimentos (A C S e BCS).

Sabe-se que:
P(A)=0,3 P(ANB)=0,1 P(AUB) =028

Qual é o valorde P(B) ?

(A) 0,1 (B) 0,2 (C) 0,3 (D) 0,4

Os quatro vértices de um dos quadrilateros seguintes sdo as imagens geométricas, no
plano complexo, das raizes quartas de um certo numero complexo W.

Qual podera ser esse quadrilatero?

(A) (B)

<

\ 4

\ 4

-

(C) (D)

v

—
N

V.S.F.F.
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Grupo Il

Nas questdes deste grupo apresente o seu raciocinio de forma clara, indicando todos os
calculos que tiver de efectuar e todas as justificagées necessarias.

Atengao: quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximagao, pretende-se sempre o valor
exacto.

1. Em C, conjunto dos numeros complexos, considere

w=4-—3% (¢ designa a unidade imaginaria)

2
3 - . w
1.1. Sem recorrer a calculadora, calcule, na forma algébrica, 217 + i

1.2. Seja o um argumento do nimero complexo W .
Exprima, na forma trigonométrica, em fungdo de «, o produto de ¢ pelo

conjugado de W.

et —1
T

2. Considere afungéo f, de dominio R\{0}, definida por f(z) =

2.1. Sem recorrer a calculadora, resolva as duas alineas seguintes:

2.1.1. Determine a equag&o reduzida da recta tangente ao gréfico de f no ponto

de abcissa 1.

2.1.2. Estude a fungdo f quanto a existéncia de assimptotas do seu grafico,

paralelas aos eixos coordenados.

2.2. O conjunto solugdo da inequagdo f(x) < 3+ In & é um intervalo fechado [a, D]
(In designa logaritmo de base ¢).
Recorrendo a sua calculadora, determine, graficamente, valores para a e b,
arredondados as centésimas.
Nota: apresente, na sua resposta, os elementos recolhidos na utilizagdo da
calculadora, nomeadamente, o grafico ou graficos obtido(s), bem como

coordenadas relevantes de alguns pontos.

435.V1/6



Duas bolas de plastico com o mesmo raio, uma branca e outra preta, flutuam na superficie

de um liquido contido num recipiente.

Por acgdo de uma forgca exterior, o liquido perdeu o estado de repouso em que se

encontrava, tendo a distancia de cada uma das bolas a base do recipiente deixado de ser

constante.

Designando por b(t) e p(t) as distancias, em c¢m, dos centros das bolas (branca e

preta, respectivamente) a base do recipiente, { segundos apds o inicio da perturbagao,

admita que se tem:

b(t) =10+ e Ollsen(rt), t>0

p(t) =10 —1,37e Ollsen(nt), t>0

3.1.

3.2.

© e
b P

l |

Sem recorrer a calculadora, resolva o seguinte problema:

Durante os primeiros cinco segundos apds o inicio da perturbagéo (instantes 0 e

9 incluidos), houve alguns instantes em que as duas bolas estiveram a igual

distancia da base do recipiente. Quantas vezes isso aconteceu?

Determine a distancia que vai do centro
da bola branca ao centro da bola
preta, meio segundo apds o inicio da
perturbagcdo, sabendo que, nesse
instante, a distancia entre as respectivas
projeccbes horizontais (na base do
recipiente) é de 2,5 cm. Apresente o
resultado em c¢m, arredondado as

décimas.

Nota: sempre que, nos calculos intermédios, proceder a arredondamentos,

conserve, no minimo, duas casas decimais.

V.S.F.F.
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4, Considere, para cada « &€ ] 0, 1[, a funcdo, de dominio R, definida por f(:r) = ¢

Prove que, qualquer que seja o valor de « € ] 0, 1[, o grafico da fungdo f tem a

concavidade voltada para baixo.

5. Lanca-se um dado equilibrado, com as faces nhumeradas de 1 a 6.

5.1. Considere os acontecimentos A e B:
A — «saiface par»;

B — «sai um nimero menor do que 4».
Indique o valor da probabilidade condicionada P(B|A). Justifique a sua

resposta.

5.2. Considere agora que o dado € langado trés vezes.
Qual é a probabilidade de a face 6 sair, pela primeira vez, precisamente no terceiro
langcamento?

Apresente o resultado sob a forma de percentagem, arredondado as décimas.

6. Considere o seguinte problema:

Um saco contém doze bolas, indistinguiveis ao tacto: trés bolas com o nimero 1, cinco
bolas com o numero 2 e quatro bolas com o nimero 3. Retiram-se, do saco, trés bolas, ao
acaso. Qual é a probabilidade de a soma dos numeros saidos ser igual a cinco?

3 5
X 4 X
Uma resposta correcta para este problema é C 12—53 Cpx3

Numa pequena composigédo, com cerca de dez linhas, explique esta resposta.
Nota:

Deve organizar a sua composi¢cao de acordo com os seguintes tépicos:

- referéncia a Regra de Laplace;

- explicagdo do numero de casos possiveis;

- explicagdo do numero de casos favoraveis.

FIM
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COTAGOES

L] 4 ¥ T o T 2 RN 63
Cada resposta Certa ........ccoooeeiiiiiie e +9
Cada resposta errada..........cccooeeeiiiiiiiiei e -3
Cada questao nao respondida ou anulada ................................ 0
Nota: um total negativo neste grupo vale 0 (zero) pontos.
GrupPO .. e 137
R 21
L e 11
L2 e 10
2 42
20 28
210 14
21.2. e 14
2.2 e 14
B 28
B s 14
B2 e 14
PSSP 14
L 20
B e 10
B2 10
PSPPSR 12
LI 1 I Y S 200
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PROVA ESCRITA DE MATEMATICA

COTAGOES
GrUPO | e e e e e eaans 63
Cada resposta Certa ..........oeeieiiiiiiiiiiieeee e +9
Cada resposta errada..........ccceeeeiieiiiiiiiiiie e -3
Cada questéo nao respondida ou anulada .............cccccoveeeeeeeeeennnnee. 0

Nota: um total negativo neste grupo vale 0 (zero) pontos.

(€1 T o Yo 2N | U 137
L PO UEPPPOt 21
5 OO 11
1o2e s 10
2 e e 42
2 RO 28
2000 e 14
202 e 14
2.2 e 14
B J SOOI S 28
TR DR 14
B2 s 14
RPN 14
B e e 20
3R RO 10
B2, s 10
< 12
TOT AL ..ot 200
V.S.F.F.
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CRITERIOS DE CLASSIFICAGAO

Grupo |

Deverado ser anuladas todas as questdes com resposta de leitura ambigua (letra
confusa, por exemplo) e todas as questdes em que o examinando dé mais do que uma
resposta.

As respostas certas sdo as seguintes:

Questoes | 1 2 4 6
Versdao1 | C B D A C D B
Versdao2 | D B A B

Na tabela seguinte indicam-se os pontos a atribuir, no primeiro grupo, em fungao do
numero de respostas certas e do numero de respostas erradas.

Resp. erradas | 0 1 2 3 4 5 6 7
Resp. certas
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 9 6 3 0 0 0 0
2 18 |15 |12 |9 6 3
3 27 |24 | 21 18 |15
4 36 |33 |30 |27
5 45 |42 |39
6 54 | 51
7 63
Grupo Il

Critérios gerais

1. A cotagéo a atribuir a cada alinea devera ser sempre um numero inteiro, ndo negativo, de

pontos.

2. Se, numa alinea em que a respectiva resolugdo exija calculos e/ou justificagdes, o
examinando se limitar a apresentar o resultado final, deverdo ser atribuidos zero pontos a

essa alinea.

3. Algumas questdes da prova podem ser correctamente resolvidas por mais do que um
processo. Sempre que um examinando utilizar um processo de resolugao nao contemplado
nestes critérios, cabera ao professor classificador adoptar um critério de distribuicdo da

cotagdo que julgue adequado e utiliza-lo em situagées idénticas.

435/C/2



Existem alineas cuja cotacdo estad subdividida pelas etapas que o examinando deve
percorrer para as resolver.

4.1. Em cada etapa, a cotagao indicada é a maxima a atribuir.

4.2. Caso a resolugdo da etapa esteja incompleta, ou contenha incorrec¢des, cabe ao
classificador decidir a cotagdo a atribuir a essa etapa, tendo em conta o grau de
incompletude e/ou a gravidade dos erros cometidos. Por exemplo:

- erros de contas ocasionais devem ser penalizados em um ponto;
- erros graves, que revelem desconhecimento de conceitos, regras ou propriedades,
devem ser penalizados em, pelo menos, metade da cotagéo da etapa.

4.3. No caso de o examinando cometer um erro numa das etapas, as etapas subsequentes
devem merecer a respectiva cotagdo, desde que o grau de dificuldade ndo tenha
diminuido, e o examinando as execute correctamente, de acordo com o erro que
cometeu.

4.4. Caso o examinando cometa, numa etapa, um erro que diminua o grau de dificuldade
das etapas subsequentes, cabe ao classificador decidir a cotagdo maxima a atribuir a
cada uma destas etapas. Em particular, se, devido a um erro cometido pelo
examinando, o grau de dificuldade das etapas seguintes diminuir significativamente, a
cotagdo maxima a atribuir a cada uma delas ndo devera exceder metade da cotagao
indicada.

4.5. Pode acontecer que o examinando, ao resolver uma questdo, nao percorra
explicitamente todas as etapas previstas nos critérios. Todos 0s passos nao expressos
pelo examinando, mas cuja utilizagdo e/ou conhecimento estejam implicitos na
resolugcao da questao, devem receber a cotagao indicada.

Existem alineas em que estdo previstos alguns erros que o examinando pode cometer. Para
cada caso, € indicada a cotagdo a atribuir. O examinando pode, contudo, utilizar um
processo nao contemplado nos critérios e/ou cometer um erro nao previsto. Cabe ao
classificador adaptar as referéncias dadas a todas as situagdes nao previstas.

Se, na resolucdo de uma alinea, o examinando utilizar simbologia, ou escrever uma
expressao, inequivocamente incorrecta do ponto de vista formal (por exemplo, se escrever o
simbolo de igualdade onde deveria estar o simbolo de equivaléncia), deve ser penalizado
em um ponto, na cotagao total a atribuir a essa alinea. Esta penalizagao nao se aplica no
caso em que tais incorrec¢des ocorram apenas em etapas cotadas com 0 (zero) pontos.

Se, na resolucdo de uma alinea, o examinando n&o respeitar uma eventual instrucao,
relativa ao método a utilizar (por exemplo, se o enunciado vincular o examinando a uma
resolugcdo analitica, sem calculadora, e o examinando a utilizar), a etapa da resolugdo em
que se da o referido desrespeito bem como todas as subsequentes que dela dependam
devem ser cotadas com 0 (zero) pontos.

Tudo o que o examinando escrever fora de contexto e que nao resulte de trabalho anterior
(por exemplo, num exercicio de probabilidades, a escrita de uma fracgdo que nado tenha
nada a ver com o problema, ou, num exercicio de estudo da monotonia de uma fungéo, a
apresentacdo de um quadro fora do contexto) deve ser cotado com 0 (zero) pontos. Todas
as etapas subsequentes que dependam do que o examinando escreveu fora de contexto
devem ser igualmente cotadas com 0 (zero) pontos.

V.S.F.F.
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Critérios especificos
Para cada item sao apresentados:
* acotacgao total do item;

» para cada processo de resolugédo apresentado, uma subdivisdo da cotagao total em cotacdes
parcelares;

+ exemplos de possiveis respostas dos examinandos, com a respectiva cotacado a atribuir,
devidamente explicada.

L Rt 11

Este exercicio pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos:

1.° Processo

2
. w .

Substituicdo, na expressdo 217 + 5 de W por 4 — 31 cooeeeeeeien, 1
CAICUIO e (4 — 31)? oo 4
Desenvolvimento do quadrado da diferenga ..............ccccvvveeeee. 2
Restantes CalCUIOS .........coooiiiiiiiiiiii e 2
D17 1=F= Lo T oo A R 5

Multiplicagdo de ambos os termos da fracgao por
um factor conveniente (—%¢ ou %), ou

decomposicao da fraccdo numa soma de fracgoes .................... 1
Restantes CAICUIOS .........ooeviiiiiiiiiiiiiieieteeeee s 4
AdicA0 do resultado ObtdO @ 27 ....cceeeveeiieieeeeeeeeeeee e 1

2.° Processo

2
. w .

Substituigdo, na expressdo 21 + N de W por 4 — 3% weeevieieieeee, 1
CAICUIO e (4 — 31)? oo 4
Desenvolvimento do quadrado da diferenga ...............cccuuuveeeee. 2
Restantes CalCUlOS .........c.euiiiiiiiiie e 2

. 242 - .
21 = = e adig80 das fraCGlES .....cceeeeeeieeeee et 2
D171 Lo T oo A SR 4

Multiplicagdo de ambos os termos da fracgao por
um factor conveniente (—%¢ ou %), ou
decomposigao da fraccdo numa soma de fracgoes .................... 1

Restantes CAICUIOS ........cooiueeieee e 3

435/C/4



Exemplos de possiveis respostas dos examinandos

Exemplo 1
(4—3i)? 16—24i+9 4>
— -

. U)2 . .
22+7<:>22—|— < 29 + ; =

16—2%1—92 o —2—1—16—7;242—91 o 14—i332

& 21 +

Cotaciio a atribuir (2.° processo): 1 +2(2+0) + 2 +0(0+0)+(— 1) =4

(*) Deve ser descontado 1 ponto, na cotagdo total a atribuir a resposta, pois o examinando utiliza
simbologia inequivocamente incorrecta (escreve o simbolo de equivaléncia onde deveria estar o simbolo de
igualdade) - ver critério geral 6.

Exemplo 2

, 2 . 4-3i 2 +4—3i ., 4
2i 4 Wo=gi 4 5 o LRSS 9 4 2 3
Cotagio a atribuir (2.° processo): 00 +0(0+0)+ 0™ +1(1+0)=1
(*) Substituigdo incorrecta, na medida em que o examinando escreve 4 — 37 emvezde (4 — 31')2
(**) Apesar de o examinando ter efectuado a redugdo ao mesmo denominador e indicado a soma dos
numeradores, esta passagem ¢ completamente inutil (¢ como se ndo existisse), na medida em que, por falta

da substitui¢io de 2 i? por — 2,bem como pela falta de redugiio dos termos semelhantes, tudo se passa
como se o examinando tivesse passado directamente da segunda expressdo para a Gltima.

Exemplo 3

i 4 W2 o gy WSSDT o, 162047, 1649
1 1 2 (2
25 (—i o5

:2@+ﬁ:2i+ 2L = 20 +25i = 274

Cotaciio a atribuir (1.° processo): 1+ 2(0+2) + 3(14+29)+1=7

(*) Atribuiu-se 2 dos 4 pontos previstos para esta etapa, pois:

* devido ao erro cometido no desenvolvimento do quadrado da diferenga, o grau de dificuldade diminuiu
um pouco, pelo que se considerou que a cotagdo maxima a atribuir a esta etapa deveria ser de 3 pontos,
em vez de 4 (ver critério geral 4.4);

* o examinando comete um erro de contas ocasional (erro de sinal), que deve ser penalizado em 1 ponto
(ver critério geral 4.2).

Exemplo 4

. . . 3
22:2013% w=4-31 p=4/42+(-3)?2 =5 tg0= — -

Cotacio a atribuir: 0 ©

(*) Apesar de correctos, os calculos apresentados pelo examinando ndo conduzem a solug@o do exercicio,
pelo que esta resposta ndo pode ser considerada uma resolugdo incompleta. Observe-se que o examinando
s0 poderia seguir um método baseado na representagdo trigonométrica, utilizando um valor aproximado
para o argumento. Para isso, teria de recorrer a calculadora, processo que contraria a instru¢cdo de nao
utilizagdo da mesma, dada no enunciado (ver critério geral 7).

V.S.F.F.
435/C/5
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Este exercicio pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos:

1.° Processo:

W = D CUS (U ettt ettt ettt ettt ettt e ettt ebe e ae e st e e be et e teeneeeteeteennenaeas 2 (1+1)
W =5CES (= () ottt 3(1+2)
L (T

zxw:5czs(7 a) ................................................................................ 5 (1+4)
Nota:

As subdivisdes das cotacgdes indicadas entre paréntesis correspondem: a primeira, a
escrita do médulo; a segunda, a escrita do argumento.

Se o examinando determinar um valor aproximado de «, as cotagdes maximas a
atribuir deverao ser, respectivamente, 1 (1+0), 2 (1+1) e 4 (1+3) pontos.

2.° Processo:

W T= 4 A0 3% i 1
DX W = = 3 A Al 2
tXW= 9 015(7 04) (vernotas 1€ 2) ... 7 (1+6)
Notas:

1. 1+6 significa: 1 ponto pela escrita do moédulo, 6 pontos pela escrita do
argumento. Estes 6 pontos podem ser subdivididos em 2+4: 2 pontos pela

. . v
escritade — « e 4 pontos pela escrita de o -
2. Se o examinando determinar um valor aproximado de um argumento de

1 X W, a cotagdo maxima a atribuir a esta etapa devera ser de 2 (1+1)
pontos.

435/Cl6



Exemplos de possiveis respostas dos examinandos

Exemplo 1
arg (w) = «

w=p cis« w=pcis(— )
ix@:pcis(%—a)

Cotaciio a atribuir (1.° processo): 1(0+ 1) +3(1+2)+5(1+4) =9

Exemplo 2

lw|=+4/164+9 =5

tg(— %)z — 0,64

i x 5cis(—0,64) =5cis(—0,64)
Cotaciio a atribuir (1.° processo): 1(1+0) + 1(1+09)+1(1+0) =3

(*) Ovalor — 0,64 ¢ um valor aproximado as centésimas de um argumento de w, e ndo de W
(**) Nao deve ser descontado 1 ponto, na cotagao total a atribuir a resposta, pois, apesar de o examinando

. . . 3\ R ~
escrever a expressdo inequivocamente incorrecta tg | — T~ 0,64, as subdivisdes da cotagio

que dizem respeito a escrita dos argumentos foram todas cotadas com 0 (zero) pontos - ver critério geral 6.

Exemplo 3
w=4-— 31 w=44 31

ixw=—3+4i |ixw|=+/9+16=5

tg 0 = —% 0~ — 0,927

i xW="5 cis( — 0,927)

Cotacio a atribuir (2.° processo): 1 + 2 + 1(1+ 0(*)) =4

(*) Ovalor — 0,927 nao é um valor aproximado as milésimas de um argumento de ¢ X w, dado que a
imagem geométrica de ¢ X W pertence ao segundo quadrante.

V.S.F.F.
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728 e 14

Calcular /() (VEF NOtA) ..ottt 5
CalCUIAr  f/ (1)t 3
CalCUlar  f(1) o 2
Escrever a equagao reduzida da recta pedida ...............coooeeeei 4
Determinar a ordenada na origem .......cccccooiiiiiieeiieininiiiiieeeeen. 3
ESCrever a @qUaGa0 .......cccoeeeeeieiiie e 1
ou
Escreveraequacdo y — f(1) = f'(1)(x — 1) ccrrvrrerenene. 2
Escrever a equagao reduzida...........ccccceeeiiiiiiiiiiiiiieceecceceeeeeee e, 2
Nota:

Se existir evidéncia de que o examinando pretende determinar a expressao da
derivada da fungéo, a cotagdo minima a atribuir a esta etapa é 1 ponto.

Exemplos de possiveis respostas dos examinandos

Exemplo 1

f’(:E): (e” 1)/X5;2—$/(€I—1) _ e'”xazx;e”"—l
fl1)= -1 fl)=e—1

y= —x+0b e—1=—-14b & b=c¢
y= —xr—+e

Cotagdo a atribuir: 37 + 3 + 2 +4(3+1) =12

(*) Penalizou-se em 2 pontos o erro cometido no céalculo da derivada (ndo se considerou ser um erro de

contas ocasional).
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Exemplo 2
e'xx—1x(e"—1) ret —et+1 e’(z+1)
/ _ _ —
/() = = - ee—edl

f=e—1=27-1=17T~2 Ponto (1, 2)
y—2=2e(z—1)

Cotagdo a atribuir: 200 + 3 + 1 +2(24+0)=8
(*) Penalizou-se em 3 pontos o erro cometido na simplificagdo da expressdo da derivada (considerou-se
um erro grave) - ver critério geral 4.2.

Exemplo 3
fllx)= e*xx —1x (e"—1) =z e*—e" —1

fl)y=-1

Cotaciio a atribuir: 1 +3 + 0 +0(0+0) =4

(*) Atribuiu-se 1 ponto - ver a nota na pagina anterior que diz: se existir evidéncia de que o examinando
pretende determinar a expressdo da derivada da fun¢do, a cotagdo minima a atribuir a esta etapa é 1
ponto.

Exemplo 4

f(1)=1 m=1= y=x+0b
1=14b < b=0 Y=z

Cotagdo a atribuir: 5 + 3 + 0 +1(09 + 1) =9

(*) O célculo de b esta conceptualmente incorrecto, dado que o examinando substitui ¢ por 1, que ndo
¢ a ordenada do ponto de tangéncia.

(**) Ver critério geral 4.3

V.S.F.F.
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Estudar a fungéo quanto a existéncia de assimptotas verticais do seu grafico.....4
lin% f(@) =1 (vernota1) ..o 2
Tr—

Concluir que a recta de equagdo x =0 nao é
assimptota vertical do grafico da fung&o ........cccccceiiiiiiiiiic, 1

Referir que, pelo facto de a fungao ser continua em

R\ {0}, o seu grafico ndo admite outras assimptotas
VEIHICAIS ... 1

Estudar a fungcédo quanto a existéncia de assimptotas horizontais

do seu grafico, QUANAO T = OO tieiiiiiiiiiiii e 5
lim  f(z) = 4 00 (vernota 2) ........ccooenivrenrerneenceeneenene. 4
T——+00

Concluir que o grafico da fungdo nado admite

assimptota horizontal, quando * — 4+ 00 .cccceveveiiiiiiciiieee, 1
ou
. T
lim f(@) = 400 (vernota3) ........cccooeeveriiiieieireee e 4
z—+oo L

Concluir que o grafico da fungdo ndo admite
assimptota, quando & — 4+ 00 .o 1

Estudar a fungdo quanto a existéncia de assimptotas horizontais

do seu grafico, QUANAO T —> — OO ..uiiiiiiiiieiiiie e eeee e 5
lim  f(x) =0 (vernotad) ......ccooomvnrninnieeeeeens 4
T——00

Concluir que o grafico da fungdo admite uma
assimptota horizontal, de equagdo ¥y = 0, quando

L = OO tiitetee et 1
ou

lim fg:m) =0 (vernotad) .......c.ccoooveieiieiiieece e 2

lim  f(z) =0 (vernotad) ... 2

Concluir que o grafico da fungdo admite uma
assimptota horizontal, de equagdo ¥y = 0, quando
L 7= = OO ettiieeeieeet e e e e ——aaa e e e s ————raaaeeeananne 1

435/C/10



Notas:

1. O examinando podera calcular separadamente os dois limites laterais no
ponto 0. Se o fizer, os 2 pontos relativos a esta etapa deverdo ser
subdivididos da seguinte forma:

/1iI517 F(Z) = 1 e 1
lirgl+ FZ) = 1 e 1

2. No célculo deste limite, exige-se que o examinando explicite o processo
utilizado para levantar a indeterminagao. Por exemplo:

T T
lim <=t — lim (B——L):—}—oo
z—+oco L rz—+oo\ T Y
ou
e*—1 e’ ( 13\1 _
IEI‘II:IOO T o IETOC[ T 1_ex)i|_ oo

Se néo o fizer, a cotacdo maxima a atribuir a esta etapa é de 3 pontos.

3. No célculo deste limite, exige-se que o examinando explicite o processo
utilizado para levantar a indeterminagao. Por exemplo:

im <=L — im (& - 1) =
Jgrjloo r? B ”L‘ETOC( x? l’2> = T
ou
e*—1 e’ ( 13\1 _
IEI‘II:IOO 2 o IETOC[ z? L= eT)i| = T

Se néo o fizer, a cotagdo maxima a atribuir a esta etapa é de 3 pontos.

4. No calculo deste limite, ndo se exige que o examinando apresente calculos
intermédios.

Se o0 examinando escrever que esta perante uma indeterminacao, devera ser
penalizado em, pelo menos, 50% da cotagao atribuida a etapa.

V.S.F.F.
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Exemplos de possiveis respostas dos examinandos

Exemplo 1
. e’—1 . e’—1 , ~ . .
lim =1 lim =1 Logo, o grafico néo tem assimptota vertical.
z—0" x z—0"
et —1 .
. i . . z . e’—1
Assimptotas ndo verticais:  lim ——F—— = lim — =
r—=+00 z—too T
. e’ . —1 -1
= lim 5 + lm = 4+00 + —— = 4+
r—+00 > T—£00 2 +00

O grafico ndo apresenta assimptotas ndo verticais.

Cotagdio a atribuir: 3(2+1+4+0) + 1(0+19) +1(0+0+19) =5
(*) O examinando conclui correctamente a ndo existéncia de assimptotas ndo verticais, tendo em conta o

resultado obtido.

Exemplo 2
. e’—1 . .
lln’(l) =1 Tem uma assimptota vertical: * = 1
xTr—
et -1 51
. ~ R . . . e —
Assimptotas ndo verticais: ~ lim ——2L—— = lim F— =
T—+00 r—+oco T
zlimG—Z—i— lim =& = +00 + —— = $+00-0 = + 00
z—+oo L r—+o0 L +00
. e’—1 0—1 . .
lim = =0 Assimptota horizontal: y = 0
0 £U2 +00 p Yy

Cotaciio a atribuir: 2(2+0+0) + 4(4+0) + 2(2+0+09) =38
(*) Apesar de o examinando ter concluido a existéncia de assimptota horizontal (y = (), quando
r — — 00, nao tinha todos os elementos que permitiam obter essa conclusdo, dado que apenas calculou

o valor de m.
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Exemplo 3

. 6L _ 1 . 61‘
lim 1 lim — =1
z—0" x z—0" L

Logo, o grafico ndo tem assimptota vertical; nenhum dos limites laterais ¢ infinito.

Assimptotas horizontais:

. e"—1 _ 4. e . _ _
lim = lm — — lml= 4+00—-1= 40
z—+o0 T z—+oo L x——400
. e"—1 . . . _
lim =0 S6 tem assimptota horizontal (y = 0) quando z — — 00

Cotaciio a atribuir: 3(2+ 14 0) + 3(29 +1%) + 544+ 1) =11
(*) O examinando comete um erro grave, pelo que é penalizado em metade da cotacdo da etapa - ver

critério geral 4.2.
(**) Embora ndo esteja explicito que o grafico de f ndo tem assimptota horizontal, quando

r — + 00, considera-se que essa conclusdo estd implicita na frase «So tem assimptota horizontal
quando T — — 0O», pelo que tal conclusdo deve receber a cotagdo indicada (1 ponto) - ver critério
geral 4.5.

Exemplo 4

T __ Z__
lim <L () lim L =1
z—0 T 0 x—0 T

Logo, o grafico ndo tem assimptota vertical porque o limite ¢ finito.

. . . . e’—1 o0 . e’ —1
Assimptotas horizontais: lim (-) lim —— = 4+
r—+oco T 0 r—+oco L

Nao existe assimptota horizontal quando & — -+ 0O porque o limite ¢ infinito.

€Tr__ T __
lim <=1 (2) lim <=+ = 0
T——00 &Y z—-o00 T

Existe uma assimptota horizontal (y = 0) quando  — — 00

Cotagdo a atribuir: 3(2+1+4+0) + 439 +1) + 3(2"74+1) =10
(*) Vernota 2
(**) Ver nota 4

V.S.F.F.
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Explicagdo do método utilizado para resolver graficamente a

1 L=Yo[UE=Toz= T TN (V7T o ¢ Lo} - T ) TSRS 4
20,15 (VEFrNOtA 2) ... 5
D a2 2,27 (VErNOota 3) ......c.oovoviiiieeeeeeee e 5
Notas:

1. Os 4 pontos relativos a explicacdo do método utilizado devem ser
atribuidos de acordo com o seguinte critério:

Apresentagdo do grafico da fungdo f e do
gréfico da fungédo definida por 3 + Inz,
bem como dos pontos de intersecgdo dos
dois gréaficos e respectivas abcissas (ou
apresentacdo do graficode f(x) —3 —Inz
€ FESPECHVOS ZEIOS) ..eeeieviiieeiiiiee e eiiiee et e et e e seee e 4

Apresentagdo dos graficos com auséncia de
alguns elementos (por exemplo, auséncia das
abcissas dos pontos de intersecgédo) e/ou
com algumas incorrecgdes (por exemplo, o
gréfico da fungéo definida por 3 + Inx nao
respeita o seu dominio). Nao se exige que o
examinando coloque uma bola aberta no
ponto onde o grafico de f intersecta o eixo

Auséncia de explicagao, simples referéncias
do tipo «Vi na calculadora» ou utilizagdo de
processo nao grafico, como, por exemplo,
umatabela.........coo 0

2. A escrita do valor aproximado pedido (para a) deve ser cotada de
acordo com o seguinte critério:

1.° Caso (apresentagdo do resultado arredondado as centésimas, de
acordo com o enunciado):

Resposta 0,10 ...c.oooiiiiiceie e, 5
Resposta 0,14 ..o 4
Resposta 0,13 ou 0,16 ...coooeeiiiieieceeeececeeeeeeee 3
Resposta 0,12 ou 0,17 oo 2
Resposta 0,11 ou 0,18 ..o 1
Outros resultados ..........cccooceieiiee e 0
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2.° Caso (apresentacdo do resultado com arredondamento superior as
centésimas):

Valor no intervalo [ 0,141 ; 0,151] .o, 3
Valor fora do intervalo anterior, mas pertencente ao
intervalo [ 0,131 ; 0,161] oo 2
Valor fora do intervalo anterior, mas pertencente ao
intervalo [ 0,121 5 0,171] oo 1
OUtros resultados .........eeeeeeiieeeeee e 0

3.° Caso (apresentacao do resultado com arredondamento as décimas):

Valoriguala 0,1 oua 0,2 ..o 1

OULroS reSUtadOS .......coovnieieeeeeee e 0

4.° Caso (apresentagdo do resultado com arredondamento as unidades):

Qualquerresultado ... 0

A escrita do valor aproximado pedido (para b) deve ser cotada de
acordo com o seguinte critério:

1.° Caso (apresentacdo do resultado arredondado as centésimas, de
acordo com o enunciado):

ReSPOStA 2,27 ..ot 5
ReSPOSta 2,20 .....ccoeoiiieiiieee e 4
Resposta 2,25 ou 2,28 ..o 3
Resposta 2,24 ou 2,29 ..o 2
Resposta 2,23 ou 2,30 ..o 1
Outros resultados ..o 0

2.° Caso (apresentagdo do resultado com arredondamento superior as
centésimas):

Valor no intervalo [ 2,263 ; 2,273 ....cocovinininirineereeeene 3
Valor fora do intervalo anterior, mas pertencente ao
intervalo [2,253 5 2,283] ... 2
Valor fora do intervalo anterior, mas pertencente ao
intervalo [2,243 5 2,293] ..o 1
OUtros resultados ..........ooiciiieiiiiiie e 0

V.S.F.F.
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3.° Caso (apresentacao do resultado com arredondamento as décimas):

Valoriguala 2,2 oua 2,3 .coiieeeeeeeeeeeeee e 1

OULroS reSUAdOS .......coeveieiiee e 0

4.° Caso (apresentagdo do resultado com arredondamento as unidades):

Qualquerresultado ... 0

Exemplos de possiveis respostas dos examinandos

Exemplo 1

\ 4

0,15 2,27
a ~ 0,15
b=~ 2,27

Cotacdo a atribuir: 4 +5+5 = 14

Exemplo 2
Fuia Tableevique f(x) >3 + Inx para z € [0,15, 2,27]
Cotacio a atribuir: 0 + 00 + 09 = 0

(*) O examinando desrespeita a indicagdo, expressa no enunciado, de que se pretendia uma resolugdo
grafica da inequagao (ver critério geral 7).
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Exemplo 3

\

a=~0,1 b=~23

Cotacio a atribuir: 20 +1+1 =14
(*) O grafico apresenta as abcissas dos pontos de intersec¢do, mas ndo respeita o dominio da fungdo
definida por 3 + Inx (uma parte do grafico desta fungio esta no terceiro quadrante).

Exemplo 4
et —1 < et =1
T_S-l—ln:c & —— —3—Inz <0
A
\0,15 / >

2,27

z € 10,15, 2,27]

Cotaciio a atribuir: 4 +5+5+(—1)9 = 13

(*) O examinando comete um erro formal de escrita (o conjunto solugdo ndo ¢ o intervalo indicado, ja que
0,15 e 2,27 nio sdo os extremos do intervalo, mas sim, valores aproximados desses extremos) - ver
critério geral ©.

V.S.F.F.
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Exemplo 5

A

a~ 0,15
b~ 2,27

Cotagéo a atribuir: 3 +54+5 = 13
(*) O grafico ndo apresenta as abcissas dos pontos de interseccao.

Exemplo 6
a~ 0,15
b~ 2,27

Cotacio a atribuir: 0
(*) Ver critério geral 2.
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Equacionar o problema: b(t) = P(f) ceeeeerreeeeeiaiiiee e 3
b(t) = p(t) <

sSe Migen(rt) = —1,37 e " sen (T ) eeeveneieeenns 1
& 2,37 € M 5en (T 1) = 0eveeeeeeeeeeee e 1
S SN (T 1) = Deeeereieeeiee e 2
Snrt=km, keNy (vernotat).....cccooeeriiiiiiiiiiirinieiiinennnnnn. 2
St =k, K E NG 1
t=k,keNy AN te[0,5] & t€{0,1,2,3,4,5} i, 3
Conclusao (Durante os primeiros cinco segundos, as duas bolas
estiveram seis vezes a mesma distancia da base do recipiente.) ......... 1
Notas:

1. Se o examinando indicar k € 7, n&o deve ser penalizado.

2. Se o examinando se limitar a verificar que b(0) = p(0), .....,
b(5) = p(5), ndo prova que as unicas solugdes do problema s&o
0,1,2,3,4 e 5. Estaresposta devera ser cotada em 7 pontos.

Exemplos de possiveis respostas dos examinandos

Exemplo 1

b(t) = p(t)
10+e %t sen(nt) = 10— 1,37 e 1 sen (7 t)
e Mltsen(nt) = — 1,37 e O sen (7 t)

—1,37e %l sen(nt) =0

Cotacdo a atribuir: 3+14+0+04+0+0+0+ 0=4

V.S.F.F.
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Exemplo 2

Estiveram por 6 vezes a igual distinciaem t =0, t =1, t=2,t =3, t =4, t = 5,

porque nestes momentos o seno € sempre igual a zero, logo estiveram a 10 cm da base do recipiente.

Cotacdo a atribuir: 7 (ver a nota 2, que diz: «Se o examinando se limitar a verificar que
b(0) = p(0), ..... , b(5) = p(5), ndo prova que as tinicas solugées do problema sio 0,1,2,3,4 e
9. Esta resposta deverd ser cotada em 7 pontos.»)

Exemplo 3

b(t) = p(t) <
S10+e Misen(nt) = 10— 1,37 e *lsen(nt) &
sSe MMgen(rt) = —1,37e Plsen(nt) &
Selsen(rt) = —1,3Telsen(nt) &
Ssen(nt) (e +137e')=0 &

esen(nt)=0V e’ +137e' =0 &

VS
equagdo impossivel

St=0V t=1VvV it=2V t=3 V t=4V t=5

Estiveram a mesma altura seis vezes.

Cotacdo a atribuir: 3+1+0 + 2+29 4+ 19 4+3 +1=13

(*) Ver critério geral 4.5
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Calculo de b (%) ............................................................................................... 2
Célculode p (%) ............................................................................................... 2
Célculo do cateto desconhecido (b (%) —-p (% )) (vernota1) .......... 2
Aplicacao do Teorema de Pitagoras e conclusao (vernota1) ....................... 8
Notas:

1. Deve ser atribuida a cotacdo de 0 (zero) pontos as duas ultimas etapas, no
caso em que o examinando ndo tenha cumprido as duas primeiras. Em
particular, deve ser atribuida a cotagdo de 0 (zero) pontos as duas ultimas
etapas, no caso em que o examinando utilize valores resultantes de uma
tentativa de resolver as equagdes b(t) =1/2 e p(t) = 1/2.
Obviamente, esta disposi¢gao ndo se aplica quando o examinando, ao tentar
cumprir as duas primeiras etapas, comete erros de calculo.

2. Se o examinando nao apresentar o resultado final arredondado as décimas,
ou se apresentar um arredondamento incorrecto, devera ser penalizado em
1 ponto, na cotacao total a atribuir a sua resposta.

3. Se o examinando nao respeitar a indicagao, expressa no enunciado, de
conservagdo de um minimo de duas casas decimais, nos calculos
intermédios, devera ser penalizado em 1 ponto, na cotagao total a atribuir a
sua resposta.

Exemplos de possiveis respostas dos examinandos

Exemplo 1

b(%) — 10 + e 01%05 gep (%) ~ 104+ 0,9 = 10,9

p(%) — 10— 1,37 01 %05 gep (%) ~10—-1,37x09~10—-12 =828

10,9 - 8,8 = 2,1 2,12 + 2,52 = d? 4,4 + 6,25 = d?
10,65 = d? d~3,3

Cotacdo a atribuir: 2+2+4+2+8+(—1)9 =13

(*) O examinando ndo respeita a indica¢do, expressa no enunciado, de conserva¢do de um minimo de duas
casas decimais, nos célculos intermédios, pelo que devera ser penalizado em 1 ponto, na cotagdo total a
atribuir a sua resposta (ver nota 3).

V.S.F.F.
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Exemplo 2

10+esen(nt) =05 < 20= —e Ollsen(nt) &

In 20
0,1

& In20 = —01tsen(rt) < t= &t = 29,96

10— 1,37e %isen(nt) =0, < 12??7 =e Ollsen(mt) &

& In146 = 01t sen(rt) & t= 10 o 4268

29,96 — 26,8 = 3,16 3,162 +252=d?> & 1624=d%> & d=14

Cotaciio a atribuir: 0+ 0+ 0 +09 =0
(*) Vernota 1

Exemplo 3
b(0,5) = 10 + e %1 *% sen (7 x 0,5) ~ 10,45

p(0,5) = 10 — 1,37 %105 sen (7 x 0,5) ~ 8,76

p(0) = b(0) = 10 10,45 — 10 = 0,45 10 — 8,76 = 1,24
1,24 4+ 0,45 = 1,69 1,692 + 2,5% = d? d = 3,0

Cotaciio a atribuir: 1+ 1+ 20 48 =12
(*) O examinando utiliza um processo de céalculo do cateto desconhecido que, embora ndo seja o mais
esperado (b(0,5) — p(0,5)), esta correcto. E, portanto, devido aos erros de célculo cometidos nas etapas

anteriores que o valor obtido (1,69) est4 incorrecto. O Teorema de Pitdgoras esta também correctamente
aplicado e o arredondamento final esta igualmente correcto. Portanto, de acordo com o critério geral 4.3,
deve ser atribuida a totalidade da cotagdo as duas ultimas etapas.

Exemplo 4
b(0,5) = 10 + e %1 *% gen (7 x 0,5) = 10 + e %1 X053 x 0 =10
p(0,5) =10 — 1,37e %105 gsen (7 x 0,5) = 10 — 1,37 %1*05 x 0 =10

Uma vez que as duas bolas estdo a 10 cm de distancia da base do recipiente, a distancia entre os centros
delas é de 2,5 cm.

Cotagdo a atribuir: 1 +1+0+39 =5

(*) Como a conclusdo esta correcta, em face dos valores obtidos para (0,5) e p(0,5), entendeu-se que
deveria ser atribuida alguma pontuagdo a ultima etapa. Por outro lado, devido ao erro cometido no calculo
de 0(0,5) e p(0,5), o grau de dificuldade da Gltima etapa diminuiu bastante, dado que, neste caso, ndo
tem sentido aplicar o Teorema de Pitagoras. Entendeu-se, assim, que ndo deveriam ser atribuidos mais de 3
pontos a esta etapa (ver critério geral 4.4).
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Exemplo 5
b(0,5) = 10 + e %1 *%5 sen (7 x 0,5) ~ 10,95
p(0,5) = 10 — 1,37 e %1 *05 sen (7 x 0,5) =~ 8,70
b(0,5) — p(0,5) ~ 2,25

A distancia entre os centros das bolas é de 2,3 cm

Cotag¢do a atribuir: 24+24+2+0=6

Exemplo 6

10,95

8,70

h? = 2,25% 4 2,5°

h? = 11,3125

h ~ 3,4

A distancia entre os centros das bolas é de 3,4 cm

Cotagdo a atribuir: 20 +20 +2 + 8 =14
(*) Ver critério geral 4.5.

2,25

2,5

V.S.F.F.
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Calculo da primeira derivada de [ ........c.ccoeiiirieieiiceeccceee e 2
Calculo da segunda derivada de [ ........ccoeiiiiiiciiceeeee e 4
Estudo do sinal da segunda derivada de f .......ccccoeoiviieienieeieieeeee e 7

Referéncia ao facto de x“ 2 ser positivo, para

qualquer x pertencente a R e 1
Justificagdo de que a(a — 1) € negativo ........cccccevevevvevnnnn. 5
Referéncia ao facto de « ser positivo ................ 1
Referéncia ao facto de « — 1 ser negativo ....... 4
ou

Estudo do sinal da fungdo quadratica

2

definida por a“ — « e conclusédo de que é

negativa para & € ] 0, 1] cooovvvriiiiirececne, 5

Conclusdo de que f”(z) é negativa, para qualquer

T pertencente @ R ..o 1

Conclusdo de que o grafico da fungdo f tem a concavidade voltada
[OF= 1= T o 1= 15 (o T USSP 1

Nota:
Qualquer tentativa de resolugdo desta questdo apoiada apenas em valores
particulares de « devera ser cotada com 0 (zero) pontos.

Exemplos de possiveis respostas dos examinandos

Exemplo 1
f(x) = a® f'(x) = axt™! f'@) =g (a—1) @272 <0
T —— Y

Logo, a concavidade esta voltada para baixo.

Cotagio a atribuir: 24+ 4+7(1+5(1+4)+1)+1=14
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Exemplo 2

f(a) = oz

f//(it) — az _ OzCCO‘_Q

T 0 + 00
[ (@) -

f(x) /\

Cotaciio a atribuir: 2+2+0 + 09 =4

(*) O quadro esta descontextualizado (o examinando, sabendo que se pretendia provar que a concavidade
estd voltada para baixo, faz um quadro no qual pretende evidenciar essa conclusdo, mas que nao resulta da
expressao obtida para a segunda derivada) - ver critério geral 8.

Exemplo 3

Cotacio a atribuir: 0
(*) Ver a nota que refere «Qualquer tentativa de resolug¢do desta questdo apoiada apenas em valores
particulares de o devera ser cotada com 0 (zero) pontos».

Exemplo 4
1
o= =
n

flaw) = at)n

flx) = /=

Portanto, a concavidade esta voltada para baixo.

Cotacio a atribuir: 0
(*) Ver a nota que refere «Qualquer tentativa de resolu¢do desta questdo apoiada apenas em valores
particulares de « deverd ser cotada com 0 (zero) pontos».

V.S.F.F.
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Este exercicio pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos:

1.° Processo (sem utilizacdo da férmula da probabilidade condicionada):

Neste caso, as cotagdes devem ser atribuidas de acordo com o seguinte critério:

Indicaggdo do valor da probabilidade pedida (%)

acompanhado de justificagdo completa (ver nota) ............cccocccevevvciieeiiiiiennnns 10

Indicagdo do valor da probabilidade pedida (%)

acompanhado de justificagdo nao totalmente completa e/ou com

AlGUMAS INCOIMECEOES ....uvviiiiiieeeie ettt e e e e et e e e e e e e e e e e e e e e e e aarreaeeeaeas 6a8

Indicagdo do valor da probabilidade pedida (%)
acompanhado de justificagdo muito incompleta .........cccccooviiiciiiii e 5

Indicagdo do valor da probabilidade pedida (%) sem

qualquer justificagdo (ver critério geral 2) ..o 0

Nota:
Apresentam-se a seguir dois exemplos de justificagdes completas.

Exemplo 1: Dado que o acontecimento A se realizou, sabemos que saiu face
par, pelo que existem trés casos possiveis (sair face 2, 4 ou 6), dos quais

apenas um (sair face 2) é favoravel a realizagdo do acontecimento B.

Exemplo2: A =1{2,4,6} B={1,2,3} ANB=1{2}
PB4 = HlP = &

2.° Processo (com utilizacdo da férmula da probabilidade condicionada):

P(B|A) = % ........................................................................................ 1
P(ANB) = 4 vttt 7
PA) = 5 ettt e 1
P(BJA) = 5 (VEr NOta ).ttt 1
Notas:

1. No caso de o resultado obtido néo pertencer ao intervalo [0, 1], n&o deve
ser atribuido o ponto relativo a esta etapa.
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2. Se o0 examinando utilizar uma férmula incorrecta (por exemplo

A A
P(BIA) = Tz P(BIA) = gy ov P(BIA) = Tz,

deve ser atribuida a cotagéo de 0 (zero) pontos a sua resposta.

3. Se o examinando escrever P(B|A) = % = % ndo explicitando

que P(ANB) = % eque P(A)= % , deve ser atribuida a cotagéo

de 8 pontos a sua resposta.

Exemplos de possiveis respostas dos examinandos

Exemplo 1

1
A=1{2,46} B=1{1,23} P(B|A) =
Cotacio a atribuir (1.° processo): 50
(*) Indicagdo do valor da probabilidade pedida, acompanhado de justificagdo muito incompleta.

Exemplo 2

AN B: sair face par e sair nimero menor que 4 A: sair facepar  P(B|A) = AHTB = %

Cotacio a atribuir (1.° processo): 6"
(*) Indicagao do valor da probabilidade pedida, acompanhado de justificagdo com uma incorrec¢ao grave.

Exemplo 3

1y
P(BJA) = —Pﬁ%ﬂ = QT -5

Cotacio a atribuir (2.°processo): 1+0+14+1=3

Exemplo 4

P(AUB)

P(B|A) = TA) =

5
3

Cotacio a atribuir (2.° processo): 0
(*) Ver nota 2.

Exemplo 5

P(ANB)
P(A)

Cotagio a atribuir: (2.° processo) 8

(*) Ver nota 3.

P(B|A) = -

V.S.F.F.
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Este exercicio pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos:

1.° Processo:

2
Probabilidade pedida = % (vernotas 1,2,3e4).......c.ccocoeverrieeeeeeene 9
Probabilidade pedida = 11,6% (vernota 5)...........ccoccooveevieeeieeieeeeeennn 1
Notas:

1. O examinando pode comegar por indicar o nimero de casos possiveis e 0

435/C/28

numero de casos favoraveis e s6 depois escrever a fracgao.
No entanto, se nao o fizer, isto &, se escrever directamente a fracgao, nao
devera ser penalizado.

Indicam-se a seguir possiveis respostas do examinando, no que respeita a
escrita da fracgao, com a respectiva cotacao a atribuir.

2
2—3 (frACGAO0 COIMECLA).......cecveieeeeeteceeeee et 9
Outras fracgbes com denominador B2 e 3
OULras SIHUAGOES ... ..ueeeiieie e e e e e e e e e e e 0

Se o examinando indicar correctamente o numero de casos possiveis e 0
nimero de casos favoraveis, mas nao escrever a fraccdo, deverdao ser
atribuidos 8 pontos a sua resposta.

Se o examinando indicar correctamente apenas o numero de casos
possiveis (63) ou apenas o numero de casos favoraveis (52>, deverao ser
atribuidos 2 pontos a sua resposta.

A pontuacao relativa a esta etapa s6 pode ser atribuida se a primeira etapa
nao tiver sido cotada com 0 (zero) pontos. No caso de o resultado obtido ser
negativo ou superior a 100%, também ndo deve ser atribuido o ponto
relativo a esta etapa.



2.° Processo:

Probabilidade pedida = % X % X % (vernota1)......ccccooiiiiiiiiineiinenn. 9
Probabilidade pedida ~ 11,6% (vernota2)...............cccccocecevererereercrccennnn 1
Notas:

1. Indicam-se a seguir possiveis respostas do examinando, no que respeita a
escrita da expressdo que da a probabilidade pedida, com a respectiva
cotacao a atribuir.

2 X 2 X L Z t 9
6 G 6 (EXPresSa0 COIMECta)......uuvveveeeeeeeiiiiieee e e e

2. A pontuacéo relativa a esta etapa s6 pode ser atribuida se a primeira etapa
néo tiver sido cotada com 0 (zero) pontos. No caso de o resultado obtido ser

negativo ou superior a 100%, também n&o deve ser atribuido o ponto
relativo a esta etapa.

Exemplos de possiveis respostas dos examinandos

Exemplo 1
1 1
P=Ty = 5 ~ 0,005 = 0,5%

Cotacdo a atribuir (1.° processo): 3+ 1 =14

Exemplo 2
1 ) 25

—3C><(—)1><(—)2—3><L><—~347°/
p="12{"6 6) 7256 36 T o

Cotacdo a atribuir (2.° processo): 3+ 1 =14

V.S.F.F.
435/C/29



B e —E e e R e iSRS S ee s R EEEessREEEeesaaneenanareraas 12

A composig¢ado deve contemplar os seguintes pontos:

1. Referéncia a Regra de Laplace.
1.1. Referir a equiprobabilidade dos casos possiveis.
1.2. Referir que a probabilidade de um acontecimento é igual ao quociente entre o
numero de casos favoraveis e 0 nimero de casos possiveis.

2. Explicagdo do valor 126’3 (numero de casos possiveis) - o examinando devera
referir que 1203 € o numero de maneiras de retirar trés bolas, de entre doze.

3. Explicagcao da contagem do numero de casos favoraveis:
3.1. Referir que existem duas hipdteses em alternativa: ou se retiram duas bolas
com o numero 1 e uma bola com o nimero 3, ou se retiram duas bolas com o

nimero 2 e uma bola com o nimero 1.

3.2. Explicagao do valor 302 - 0 examinando devera referir que 302 € 0 numero de
maneiras de retirar duas bolas, de entre as trés que tém o nimero 1.

3.3. Explicagdo do valor 4 - o examinando devera referir que 4 ¢é o nimero de
maneiras de retirar uma bola, de entre as quatro que tém o nimero 3.

. ~ . . . 5 ’ .
3.4. Explicagado do valor 5C’2 - 0 examinando devera referir que °C é o nimero de
maneiras de retirar duas bolas, de entre as cinco que tém o nimero 2.

3.5. Explicagdo do valor 3 - o examinando devera referir que 3 é o numero de
maneiras de retirar uma bola, de entre as trés que tém o nimero 1.

Na tabela seguinte indica-se como esta questdo deve ser cotada:

Forma Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Conteudo (%) (%) (k)
A composigao contempla 12 11 10
os oito pontos.
A composi¢ao contempla 10 9 8
sete pontos.
A composigdo contempla 8 7 6
seis pontos.
A composig¢ao contempla 6 5 5
cinco pontos.
A composigao contempla 5 4 4
quatro pontos.
A composic¢ao contempla 4 3 3
trés pontos.
A composigado contempla 3 2 2
dois pontos.
A composic¢ao contempla 2 1 1
um ponto.

(*) Nivel 1 - Redaccao clara, bem estruturada e sem erros (de sintaxe, de

pontuacao e de ortografia).

(%) Nivel 2 - Redaccao satisfatoria, em termos de clareza, razoavelmente
estruturada, com alguns erros cuja gravidade ndo afecte a
inteligibilidade.

(x+xx) Nivel 3 - Redaccdo confusa, sem estruturacdo aparente, presenca de
erros graves, com perturbagéo frequente da inteligibilidade.
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Exemplos de possiveis respostas dos examinandos
Exemplo 1

O numero de casos possiveis ¢ o numero de maneiras de escolher trés bolas de um total de doze, pelo que o
numero de casos possiveis é 1203 .

Para que a soma dos numeros saidos seja 9, ou se retiram duas bolas com o numero 1 e uma bola com o
numero 3, ou se retiram duas bolas com o niimero 2 e uma bola com o numero 1.

No primeiro caso, temos de escolher duas bolas com o nimero 1, de entre trés, e uma bola com o nimero 3,
de entre quatro, pelo que existem C » X 4 maneiras diferentes de o fazer.

No segundo caso, temos de escolher duas bolas com o numero 2, de entre cinco, e uma bola com o nimero
1, de entre trés, pelo que existem °C » X 3 maneiras diferentes de o fazer.

O numero de casos favoraveis é, entdo, 302 X 4 4+ 502 X 3.

Uma vez que todos os casos possiveis sdo equiprovaveis, a probabilidade pedida é, de acordo com a Regra

de Laplace, (brg

Cotacio a atribuir: 12
(*) A composigdo contempla os oito pontos, numa redacgdo clara, bem estruturada e sem erros (de sintaxe,
de pontuacao e de ortografia).

Exemplo 2

Casos possiveis serdo todas as hipoteses que existem tendo em conta as condi¢des dadas, ou seja, existindo
12 bolas, elas terdo de ser tiradas 3 a 3. E uma combinagdo pois ndo interessa a ordem.

Casos favoraveis - podemos tirar duas bolas de 1 e dps uma bola de 3 (existe por isso a multiplicagdo por 4),
dps podemos tirar duas bolas de 2 e juntar uma de 1 que darad 5, existem trés bolas de 1, dai a multiplicag¢do
por 3.

Regra de Laplace é apenas que a probabilidade de um acontecimento é o numero de casos favordveis sobre

(dividir) o n° de casos possiveis.

302><4+5CZ><3

Por isso, (brgA é a resposta ao problema.

Cotacio a atribuir: 4
(*) A composic¢do contempla quatro pontos (os pontos 1.2, 2, 3.1 e 3.5), numa redaccdo satisfatoria, em
termos de clareza, razoavelmente estruturada, com alguns erros cuja gravidade ndo afecta a inteligibilidade.

Exemplo 3

Casos possiveis sdo todos os acontecimentos que se podem verificar. Logo sdo conjuntos de 3 bolas feitos a
partir das 12 bolas tendo em conta que a ordem de saida ndo conta é por isso 1203.

Os casos favordveis sdo conjuntos de duas bolas 2 + uma bola 1 ou conjuntos de duas bolas 1 + uma bola

3. E assim = as combinagdes de 302 X 4 + 502 X 3.

casos favoraveis

Usa-se a Regra de Laplace = —
casos possiveis

Cotacio a atribuir: 3¢

(*) A composig@o contempla trés pontos (os pontos 1.2, 2 e 3.1), numa redacgdo satisfatoria, em termos de
clareza, razoavelmente estruturada, com alguns erros cuja gravidade ndo afecta a inteligibilidade.
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