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Esta prova esta mais de acordo com as orientacdes do programa da disciplina do
que a prova realizada na 12 fase, embora ainda se verifique alguma insisténcia no
uso de expressdes algébricas que condicionam e confundem o aluno, como é o
caso, por exemplo, das alineas 2.1.1 e 4.1.2.

Consideramos que o grau de dificuldade da prova continua a ser muito elevado.
Essa dificuldade resulta, em parte, da extensédo da prova. A maioria das questfes
exige uma apropriagcdo da situacdo apresentada, que so é possivel com leitura e
reflexdo demoradas. Menos grupos ou algumas questdes mais directas permitiriam
ao aluno médio mostrar melhor aquilo de que é realmente capaz.

A prova apresenta aspectos de pormenor que ndo se coadunam, mais uma vez,
com as orienta¢cfes emanadas do programa, por exemplo, a exigéncia de
apresentar o valor da probabilidade sob a forma de uma fraccéo irredutivel.

O tema central do programa de Matematica B é Aplicacdes e Modelagéo
Matematica. Algumas questdes ndo exploram adequadamente este tema. Por
exemplo, na questédo 3, ndo ha qualquer discussdo sobre as caracteristicas do
modelo logistico, nem sobre a maior ou menor adequacdo desse modelo a situagédo
apresentada.

Espera-se que sejam encontradas futuramente formas mais felizes para traduzir a
rigueza do programa do programa de Matematica B e avaliar a capacidade dos
alunos na resolucédo de problemas.
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PROPOSTA DE RESOLUCAO DO EXAME NACIONAL DE MATEMATICA B

12°Ano — Prova 735 — 22Fase - 2006

(Esta proposta de correccao também pode ser consultada em www.apm.pt)

1.1
1.1.1
N°. de alunos
Classificagdo | Matematica | Informética Matematica ‘ Informatica

16 6 13 z=18 T=18
17 11 11 c=12 oc=16
18 17 3
19 9 9
20 7 14

Total 50 50

Confirma-se que as médias das classificagoes as duas disciplinas s@o iguais e os desvios padrao
sao diferentes.

1.1.2 Em Matematica a maioria dos alunos tem classificagdo igual ao valor médio (18) ou préximo
deste (17 ou 19), enquanto que em Informética se verifica que a maioria das classificagdes sao
mais afastadas do valor médio (16 ou 20). Logo, o Pedro concluiu que o desvio padrao das
classificagoes em Informatica é maior.

1.2. Dos 14 alunos que obtiveram 20 a Informatica, 7 obtiveram, também, 20 a Matemaética.
H4 16 (9 + 7) alunos com classificacdo maior ou igual a 19 valores na disciplina de Matematica.
Escolhendo um destes alunos ao acaso, a probabilidade de ter 20 nas duas disciplinas é entao
7

P:E-

2.1

2.1.1 Numero de paginas lidas pela Ana no dia n:

n a?l

111 ng A sucessao (a,) é uma progressao geométrica de razao 2, pelo que a soma
212 dos n primeiros termos é dada pela expressao:

3|4

48 1-2 1-2" n

5016 Sn:1-1_2: — =2"— 1.

n 2-n71 Esta expressao representa o nimero de paginas que a Ana ja leu ao fim de

n dias.



Numero de paginas lidas pela Fatima no dia n:

E Zn,
113 D+2 A sucessao (fy) é uma progressao aritmética de razao 2, pelo que a soma
215 dos n primeiros termos, nimero de péaginas lidas pela Fatima ao fim de n
i ; dias, é dada pela expressao:
511 342 1 442
. Sn:+27n+><n: +n><n:(2—i—n)n:2n+n2.
ni2n+1
2.1.2
an Zan f'n Efn
1 1 3 3
2 3 5 8
4 7 7 15
8 9

24
1?8 @ 1.7 86
3:1 @
A Ana demorou 8 dias a ler o livro; a Fatima demorou 15 dias (mais 7 dias do que a Ana).

Assim, como a Ana acabou a 18 de Abril, a Fétima tera terminado no dia 25 de Abril (18 + 7).

2.2 Numero de péaginas em que o nimero comegca pelo algarismo 2:

® @~ wnr]-

20 2 00
21 2 01
.. ¢ 10 paginas L. 56 paginas
2 9 2 55

Existem, entao, 66 paginas nas condigoes pretendidas. A probabilidade é

66
= — =~ 0,26.
P= 955

R.: A probabilidade pedida é 26%.

3.1
3.1.1

1254 1254 1254
A+ (125 — A)e0.2%0 & NO) = A+(125-A) x 1 @ NO) = 125

N(0) < N(0) = A.

Verifica-se, assim, que o nimero de aves existente no instante inicial é A.

3.2 Ao fim de 5 anos existem mais 23 (80 — 57) aves do que no instante inicial. Assim, N(5) = A + 23,
ou seja,

1254 1254
A+ (125 — A)e=0:2x5 ArB e A+ (125 — A)e=t A+ 2.




Inserindo no editor de fungoes da calculadora as fungoes

125z
! r+ (125 —z) x e~! ¢ 2=

e procurando as coordenadas do ponto de interseccao, obtém-se x ~ 21:

W1=12an+in+0123—xxa™
WE=HF2E

IZECT
#=20.53991189  Y=u3.535991189

R.: Estima-se que o nimero de aves existentes no instante inicial era 21.

3.2 (Outra resolugao.)
80 — 57 = 23. Entao, N(5) — N(0) = 23.
Como A é um nimero inteiro positivo e menor que 25, temos um ntmero finito de possiveis solugoes,
pelo que poderemos resolver o problema por tentativa e erro.

Se A = 24 entéo,
125 x 24

N(t) =
(t) (24 + 101)e—0-2t

e na tabela observa-se

t| N

0|24

5149,1 resultando N(5) — N(0) = 25, 1.
Para outros valores de A obtém-se os resultados:

A=23 A=22 A=21 A=20

t | N
0123 O 22 O 21 O 20
5 47,5224’5 5 459D 239 5 4433@ 5142 6222’6

R.: Atendendo a que existe uma unica solugao (de acordo com o enunciado), A = 21 parece ser o
valor que melhor traduz esta situacao.

4.1
4.1.1 0 < didmetro da esfera < 2 logo,
0 < raio da esfera < 1.
R.: ]0,1].
4.1.2
3

4
Volume da esfera de raio x: gwm .

Aresta do cubo: a =2 — 2z



Volume do cubo: (2 — 2z)3
4 3 3
Volume da escultura: 37 + (2 —-22)° =V(x).

Falta, agora, mostrar que esta expressao é equivalente & do enunciado. Podemos fazé-lo recor-
rendo a calculadora ou analiticamente.
Introduzindo na calculadora, editor de funcoes, as expressoes

47 — 24

4
Y1:§7rx3—{—(2—2x)3 e Y, = < )m3+24x2—24x—|—8,

verifica-se a sobreposi¢ao dos dois graficos. Utilizando o cursor podemos confirmar a igualdade
das coordenadas de vérios pontos das duas funcgoes.

Y 1= ARt A+ (2R S Ya=Cdm=24 ) FE3HR I+ 0E

f=0.d ¥=U. 129510322 n=0.d ¥=U. 29510322

A mesma igualdade também pode ser observada recorrendo a uma tabela com alguns valores:

Def. Lakbela
P § Yl va
O.| 5.B36] 5.B3EI

I u. 1295 Y. 1295
i : 0.3 2.857 2.B857
Ster 0.1 0.U 1.996 1.93E

A, 2
[FORHM P [EDLIT B-CoH[G-FLT

Duas fungoes cibicas que coincidem em, pelo menos 4 pontos sao idénticas. Assim, o volume da
escultura pode ser definido pela expressao dada no enunciado.

Resolugao analitica.

4 4
V(z) = gm?’ + (8 — 24 + 242° — 82%) & V() = (377 — 8) 23+ 2427 — 242 4+ 8 &

4T — 24
3

< Vi) = < >x3+24:n2—24x+8.

Como se queria mostrar.
Cldlculos auziliares.

(2—22)3 = (2—22)%(2—22) = (4 — 8z +42%)(2 — 22) =
=8 — 8z — 16z + 1622 + 82° — 82% = 8 — 24z + 2422 — 82°.



4.1.3 Pela visualizagao do grafico da fungao volume confirmamos que existe um minimo igual a 1,41,
para z = 0,58. Assim, o volume da escultura é minimo se o raio da esfera for = 0, 58 metros e a
aresta do cubo igual a 0,84 metros (2 — 2 x 0, 58).

Wa=0dm=2d )33+ 2 KT

I MIM-
#=0.5B01805996 Y=1.UO099B6EEE

4.2
raio da esfera = 0, bm;
aresta do cubo = 1m;
area da superficie esférica = 4 - (0,5)? ~ 3, 142m?;
area das cinco faces do cubo =5 x 1 = 5m?;
area total = 8, 142m?
1 lata — 2,5m?;
2 latas — 5m?;
3 latas — 7,5m? (insuficiente);
4 latas — 10m?;
R.: Serd necessario comprar 4 latas de tinta.

5.1 A distancia minima da Terra ao Sol verifica-se no periélio, para x = 0. Esta distancia é igual a
d =149,6(1 — 0,0167cos0) ~ 147, 1 milhdes de quilémetros.
A distdncia maxima da Terra ao Sol verifica-se para z = 7, por observagao da figura, e é dada por
d=149,6(1 — 0,0167cos ) ~ 152, 1 milhoes de quilémetros.

Podemos também obter estes valores graficamente:

Yi=149.601-.8l6Tcos K Yi=1l49.601-.AlaToos K

MAR
f=3. 14159 ¥=152. 09838 n=0 ¥=1UT. 10168

5.2

5.2.1 Para x = 7, tem-se

%:7r—0,0167sen7r<:>%:ﬂ'@%rt:TrT@Qt:T@t:g.

A Terra demora metade de um ano (365,24/2) a descrever metade da 6rbita.



5.2.2
t = 0——>4 Janeiro

|

t = 41 <=— 14 Fevereiro

x =7
2m x 41
— 0.0l
3.1 x —0,0167senx
Considerando
9 41
Yi=2—-0,016Tsenz e Yp= 37(;;24

pretende-se determinar a interseccao dos dois gréficos.

W1l=x-.8167=sin_x~
Va=2nxd 1365, 24

[ ISECT
¥=0."716283611  Y¥=0.1053|BEHEE

Obtém-se x ~ 0,71628. Logo, d = 149,6(1 — 0,0167 - cos(0,71628)) ~ 147,7 milhoes de
quilémetros.

Calculo de d (outro processo).
Inserir a fungdo d em Y3 e procurar a ordenada do ponto de abcissa x = 0, 71628.

Wi=149.601-.0leYcos X

n=0. 71162836717 Y=1UT. 1156336

81,5 — 85
T.m.V[2;375] = 3,57_2 = 72,333 OC/min
82,6 — 85
T.m.V[z’g] = éT = —2,4 OC/min
83,8 — 85
T.m.v[2;275] = 2757—2 = —2,4 OC/min

De acordo com os valores obtidos, estima-se que a taxa de variagao instantanea da temperatura da agua
no instante ¢t = 2 possa ser —2,4 °C/min. Tendo em conta a férmula dada no enunciado e que 7'(2) = 85
e A=25,

2,4
~2,4= k(85— 25) & ~2,4 =060k & k=~ & k= 0,04

R.: £ = -0.04.



