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A generalidade dos alunos que realizaram esta prova de exame sdo 0s que
iniciaram o ensino secundéario no ano lectivo de 2003/2004 e que fizeram, por isso,
um percurso muito irregular e diferenciado de escola para escola ao longo do ciclo
de estudos secundarios, cumprindo programas elaborados para maiores cargas
horarias e prevendo desdobramento de turmas, o que ndo aconteceu. A APM
sempre mostrou a sua preocupacdo junto das estruturas do Ministério da Educacao
relativamente a esta situacado.

A realizacdo de uma prova como a apresentada, para além de exigir
conhecimentos solidos, o que é normal, exige aos alunos que os saibam mobilizar
depois de interpretar e compreender com clareza as situacbes que lhe sao
propostas. Relativamente a prova da 12 fase algumas das questfes sdo formuladas
de forma mais directa. Contudo, o niumero de questdes que exigem uma leitura
atenta e cuidada de forma a permitir a mobilizacdo dos conhecimentos e a escolha
de uma adequada estratégia de resolugdo é pouco compativel com o tempo que o
aluno devera ter para rever cuidadamente o trabalho produzido e corrigir um erro,
melhorar uma argumentacao, refazer, se for caso disso, uma resposta. E pois na
extensdo da prova, atendendo a natureza das questfes, que continua a residir o
seu maior grau de dificuldade.

A importancia que o programa atribui ao uso da tecnologia, em particular da
calculadora gréfica, continua a nao se reflectir nesta prova, em que, a excepc¢ao de

uma das questdes, 0 seu uso ou nao é permitido ou é dispensavel.
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PROPOSTA DE RESOLUCAO DO EXAME NACIONAL DE MATEMATI CA (PROVAS 435 e 635)
2°FASE

Questdes 1 2
Versao 1 A D A C A D A
Versao 2 B C
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1.2. 1
Tendo em conta que o triangulo [AOB] é equilatertie:
A
» aamplitude de cada angulo interno me;élead 1
e cada lado mede 2 visto que tem perimetro 6 et 2. . ! >
Atendendo a que o afixo de é simétrico do afixo de em relacéo B
T
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ao eixoOx, entaoarg(z) = > B rad
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Outro processo:

Tendo em conta que o tridangulo [AOB] é equilatertiie cada lado mede 2 visto que tem perimetro 6 e
dai OA=2 e AB=2. A ordenada do ponto A sera portanto igual a 1.
Recorrendo ao Teorema de Pitagoras para determatazissax do ponto A tem-se que:

x2+12 =22 = x? =3 = x=+/3 (porque A esta no 1° quadrante)

As coordenadas do ponto A sédo er{tdé, 1) logo z = \/L_% +i



2.1

2.2.

Assimptotas verticais:

lim f(x)= li[nr(x+ xIn(x-1))).

X-1

Como Iirr11 x=1 e lim In(x —1) = —oo, entéolirrll(x+ xIn(x 1)) = —c0
X— X

X-1
Como a fungéof é continua err]:L' + 00[ entdo a recta de equacc-1 é a Unica assimptota vertical
do seu grafico.

Assimptotas néo verticais:

lim M = |lim wn(x_) = |lim [5 +M:| = lim [1+ |n(x—1)]
Xotw X X - +00 X X 40| ¥ X

X - +00

Como lim In(x —1) = +c concluimos que o limite pretendidotéso

X — +oo

f(x) . ) . . . . . . -
Como lim ——~n&o é um numero real, entdo o graficofdedo admite assimptotas néo verticais.

X — +oo X

f(2)=2+20n(2-1)=2+0=2
Entado as coordenadas do ponto Q (sTéQ’Z) .

f'(x):1+ln(x—1)+xE-|X% :1+|n(x—1)+x_)i:L

m= f'(2)=1+|n(2—1)+2i1=1+0+2=3
Como a recta tangente ao grafico Héem declive 3 entdo a sua equacéo reduzida édlo tip
y=3x+Db.

Uma vez que o ponto Q pertence a ractatem coordenada(é’, 2) entao
2=3%x2+b < b=-4
Uma equacao da recteé y =3x—4.

Como P é o ponto de intersec¢@ordeom o eixoOX, a sua abcissa x verifica

0=3x-4 ousejax:g.
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3.1

3.2.1.

3.2.2.

Sendo o periélio o ponto da oOrbita da Terra majgipra do Sol e passando o lado origem do angulo
pelo periélio, entd@ sera minima parx =0.

d(0) =1496{1- 0,0167cos0) =1496{1- 0,0167) = 1471

Atendendo a expresséo analitica da fun¢ii@era maxima quandoosx for minimo. No intervalo
[O, 277[, CcosX é minimo parax = 71. (Também do facto da drbita ser eliptica se podelair que a
distancia maxima se obtém quande 77).

d(77) =1496{1- 0,0167cosm) =1496 {1+ 0,0167) = 1521

R.: As distancias maxima e minima da Terra ao &ode, aproximadamente, 152,1 e 147,1 milhdes de
quilémetros, respectivamente.

X=1nT= 2nt =m-00167sin77 = 2nt =mTet= 2T e 1 =I como queriamos mostrar.
T T 2ir 2

O tempo que decorre desde a passagem da Ternagpigiio até ao ponto correspondente ao angulo

(ponto da érbita da Terra mais afastado do Solgtade do tempo que a Terra demora a descrever uma
Orbita completa.

Entre 4 de Janeiro e 14 de Fevereiro decorreradiedl

Comot =41eT =36524 tem-se que :

2nxal _ o 00167sinx
36524

Precisamos assim de resolver a equacao
0,7053= x-0,0167sinx, ou sejg x—0,0167sinx—0,7053=0

Recorrendo a calculadora grafica para resolveuagp
anterior obteve-se 0,7163 para valor aproximada de [ . . .
np zm

e
n=.7leZEHTE Y=0

d(0,7163 =1496{1- 0,0167c0s0,7163 = 147,7

R.: No dia 14 de Fevereiro, a distancia da Terr&@®@ de, aproximadamente, 147,7 milhfes de
quilémetros.



5.1.

5.2.

Para verificar a existéncia de pelo menos um namesia no intervalo]O,][ , tal que
f(c)=f(c+1), isto é, tal qud (c) - f (c+1) =0, vamos utilizar a sugestdo dada e tentar provar
que a funcéo definida pay(x) = f (x) — f (x+1) , admite pelo menos um zero no inter\]ﬁlj{.

Ora tem-se que:

1) A funcaog é continua no intervalED,l] porque é definida pela diferenga de fungdes coasiiiu

€ continua enEO,Z]e portanto também e|[r®,1])
2)

0)=fO)-fO+Y=FfO)-f@Q=—-Ff@D<O0

90 =1O-T0+)=1O-TQ=-TQ<0] . 0 g
g =fOQ-f@=f@-0=f@Q>0
Logo, pelo Teorema de Bolzano, a fungidem pelo menos um zero no intervz]l(b]{e portanto
existe pelo menos um ndmero reao intervalo]O,]{ tal que f(c)=f(c+2).

Para que a soma das idades dos dois alunos sajaifjd, podemos escolher dois alunos com 6
anos ou um com 5 e outro com 7 anos. A probab#idedtal ocorrer é:

o [°C,+4x9 _ 81
23
C, 253

P(B| A) é a probabilidade de o aluno ser rapaz, sabendtequé anos. Existem 9 alunos com 7
anos, dos quais 2 sdo rapazes. Assim sendo, tquese

P(BlA)=§

A opcdo 1 rejeita-se porque( X 1Y) <1 é falsa, uma vez quX 1Y é o acontecimento certo, e
portanto P(X 4 Y) =1.

A opcao 2 rejeita-se porgue todo o nimero multij@al € par, mas nem todos os pares sdo multiplos

de 4 (Y 0 X). Assim, P(X OY)=P(X) e portantoP(X 0Y)>P(X) é falsa.

A opcao 3 rejeita-se porque os acontecimeXte¥ sdo incompativeis (ndo existem raparigas com
18 anos na turmay), sendo portanﬁ{(JX N Y) =0. Logo P(X N Y) >0 é falsa.

Rejeitadas as opg¢les 1, 2 e 3, a opcdo 4 é aémicae as trés afirmacdes sdo verdadeiras.

FIM

Esta proposta de resolucao também pode ser cads@irhttp://www.apm.pt




